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ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ВКЛЮЧЕНИЯ С
ИМПУЛЬСНЫМИ ВОЗДЕЙСТВИЯМИ. Часть 4

c©А.И. Булгаков, Е.В. Корчагина, О.В. Филиппова
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ствия; выпуклость по переключению значений (разложимость).
Сформулировано определение квазирешения функционально-дифференциального вклю-
чения с импульсными воздействиями, и изучены его свойства. Получены достаточные
условия выполнения принципа плотности и «бэнг-бэнг» принципа для этих включений.

О п р е д е л е н и е 1. Будем говорить, что функция y ∈ C̃n[a, b], имеющая представление
(9) в части 2, в котором y(a) = x0, является квазирешением задачи (1)-(3) части 3, если
найдется такая последовательность xi ∈ C̃n[a, b], i = 1, 2, ..., что для каждой функции xi,
i = 1, 2, ... найдется функция qi ∈ Φ(y), для которой при любом t ∈ [a, b] имеет место
равенство

xi(t) =

t∫
a

qi(s)ds+ x0 +
m∑

k=1

χ(tk,b](t)∆(xi(tk)), (1)

где ∆(xi(tk)) удовлетворяет равенству (2) части 3, и xi → y в пространстве C̃n[a, b].
Пусть H(x0)− множество всех квазирешений задачи (1)-(3).
Рассмотрим задачу

ẋ ∈ coΦ(x), ∆(x(tk)) = Ik(x(tk)), k = 1, ...,m, x(a) = x0. (2)

Пусть Hco(x0, τ)− множество всех решений задачи (2) на отрезке [a, τ ] (τ ∈ (a, b]).
Т е о р е м а 1. Справедливо равенство H(x0) = Hco(x0, τ).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Вначале докажем вложение

H(x0) ⊂ Hco(x0, τ). (3)

Пусть y ∈ H(x0) и пусть y ∈ C̃n[a, b] имеет представление (9) части 3, в котором y(a) = x0.
Тогда, согласно определению квазирешения задачи (1)-(3) части 3 найдется такая последо-
вательность xi ∈ C̃n[a, b], i = 1, 2, ..., что для каждой функции xi, i = 1, 2, ... найдется
функция qi ∈ Φ(y), для которой при любом t ∈ [a, b] имеет место равенство (1). Так как
xi → y в пространстве C̃n[a, b] при i → ∞, а отображения Ik : Rn → Rn, k = 1, 2, ...,m
непрерывны, то при любом t ∈ [a, b] справедливо равенство

lim
i→∞

m∑
k=1

χ(tk,b](t)∆(xi(tk)) =
m∑

k=1

χ(tk,b](t)∆(y(tk)). (4)

Из равенства (4) следует, что при любом t ∈ [a, b] имеет место соотношение

lim
i→∞

t∫
a

qi(s)ds =

t∫
a

q̃(s)ds, (5)
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где для каждого i = 1, 2, ... функция qi ∈ Φ(y) удовлетворяет представлению (1), а функ-
ция q̃ удовлетворяет равенству (9) части 3, в котором y(a) = x0.

Далее покажем, что qi → q̃ слабо в пространстве Ln
1 [a, b] при i→∞. Так как множе-

ство Φ(y) ограничено суммируемой функцией, то достаточно показать, что для каждого
измеримого по Лебегу множества U ⊂ [a, b] имеет место равенство

lim
i→∞

∫
U

qi(s)ds =
∫
U

q̃(s)ds. (6)

Докажем равенство (6). Из аддитивности интеграла и равенства (5) следует, что для любых
t, τ ∈ [a, b] справедливо соотношение

lim
i→∞

t∫
τ

qi(s)ds =

t∫
τ

q̃(s)ds. (7)

Пусть ε > 0 и пусть функция β ∈ L1
+[a, b] такова, что при любых z ∈ Φ(y) и при почти

всех t ∈ [a, b] справедлива оценка
|z(t)| ≤ β(t). (8)

Не уменьшая общности далее будем считать, что и функция q̃ из представления (9) удовле-
творяет неравенству (8). Далее, пусть δ > 0 таково, что при всех измеримых множествах
E ⊂ [a, b], удовлетворяющих неравенству µ(E) < δ, выполняется неравенство∫

E

β(s)ds < ε. (9)

Далее пусть U ⊂ (a, b)− измеримое множество и Ũ ⊂ (a, b)− такое открытое множество,
что U ⊂ Ũ и µ(Ũ \ U) < δ. Далее пусть

Ũ =
∞⋃
i=1

(ai, bi) = Ũ1

⋃
Ũ2,

где (ai, bi), i = 1, 2, ...− составляющие открытые интервалы множества U ⊂ (a, b),

Ũ1 =
p⋃

i=1

(ai, bi), Ũ2 =
∞⋃

i=p+1

(ai, bi),

причем p выбрано так, что
µ(Ũ2) < δ. (10)

В силу равенства (7) выберем N = 1, 2, ... таким, что при всех i ≥ N выполняется нера-
венство ∣∣∣ ∫

eU1

qi(s)ds−
∫
eU1

q(s)ds
∣∣∣ < ε. (11)

Так как для любого i = 1, 2, ... справедливо равенство∫
U

(qi(s)− q(s))ds =
∫
eU

(qi(s)− q(s))ds−
∫
eU\U

(qi(s)− q(s))ds,
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то для любого i = 1, 2, ... справедлива оценка∣∣ ∫
U

(qi(s)− q(s))ds
∣∣ ≤ ∣∣ ∫

eU1

(qi(s)− q(s))ds
∣∣ +

∣∣ ∫
eU2

(qi(s)− q(s))ds
∣∣+

+
∣∣ ∫
eU\U

(qi(s)− q(s))ds
∣∣.

Так как для функции β ∈ L1
+[a, b] выполняется неравенство (8), то получаем оценку∣∣∣ ∫

U

(qi(s)− q(s))ds
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∫

eU1

(qi(s)− q(s))ds
∣∣∣ + 2

∫
eU2

β(s)ds+ 2
∫
eU\U

β(s)ds.

Отсюда в силу неравенств (9),(11) для любого i ≥ N получаем оценку∣∣∣ ∫
U

(qi(s)− q(s))ds
∣∣∣ < 5ε.

Таким образом для любого измеримого множества U ⊂ [a, b] справедливо равенство (6).
Следовательно, qi → q слабо в пространстве Ln

1 [a, b] при i → ∞. Так как выпуклое
замкнутое множество пространства замкнуто и в слабой топологии этого пространства (см.
[5]), то из включения qi ∈ coΦ(y) вытекает включение q ∈ coΦ(y). А это означает, что
функция y ∈ C̃n[a, b], представимая в виде (9), является решением задачи (2), то есть
y ∈ Hco(x0, b). Следовательно, включение (3) справедливо.

Теперь докажем вложение
Hco(x0, τ) ⊂ H(x0). (12)

Пусть y ∈ Hco(x0, b). Тогда функция y ∈ C̃n[a, b] представима в виде равенства (9) части
3, причем функция q ∈ coΦ(y), y(a) = x0. Так как множество Φ(y) ∈ S(Ln

1 [a, b]), то
для функции q найдется такая последовательность qi ∈ Φ(y), i = 1, 2, ..., что qi → q
слабо в пространстве Ln

1 [a, b] при i → ∞ (см. [5]). Далее, определим последовательность
xi ∈ C̃n[a, b], i = 1, 2, ..., равенством (1). Так как qi → q слабо в пространстве Ln

1 [a, b] при
i→∞, то

lim
i→∞

t∫
a

qi(s)ds =

t∫
a

q(s)ds

равномерен относительно t ∈ [a, b]. Поэтому в силу непрерывности отображений Ik : Rn →
Rn, k = 1, 2, ...,m, получим равенство

lim
i→∞

‖xi − y‖eCn[a,b]
= 0.

А это означает, что y ∈ H(x0). Таким образом справедливо вложение (12). Из соотношений
(3), (12) следует равенство H(x0) = Hco(x0, τ) . Теорема доказана.

О п р е д е л е н и е 2. Будем говорить, что импульсные воздействия Ik : Rn → Rn,
k = 1, 2, ...,m и отображение Φ : C̃n[a, b] → S(Ln

1 [a, b]) обладают свойством B, если
выполняется свойство (Γ0,0,0; Ĩk, k = 1, 2, ...,m), а задача

ẏ = Γy, y(a) = 0 (13)

на каждом отрезке [a, τ ] (τ ∈ (a, b]) имеет только нулевое решение, где отображение Γ :
C̃1

+[a, b] → L1
+[a, b] удовлетворяет неравенству (8) части 3.
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Т е о р е м а 2. Пусть множество всех локальных решений задачи (2) априорно ограни-
чено. Далее, пусть импульсные воздействия Ik : Rn → Rn, k = 1, 2, ...,m и отображение
Φ : C̃n[a, b] → S(Ln

1 [a, b]) обладают свойством B. Тогда H(x0, b) 6= ∅ и справедливо ра-
венство

H(x0, b) = Hco(x0, b), (14)

где H(x0, b)− замыкание множества H(x0, b) в пространстве C̃n[a, b].
Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как задача (2) априорно ограничена, то априорно

ограничена и задача (1)-(3) части 3. Поэтому множество H(x0, b) 6= ∅.
Далее докажем равенство (14). Так как отображение Φ : C̃n[a, b] → S(Ln

1 [a, b]) удовле-
творяет неравенству (6) части 3, то отображение Φco : C̃n[a, b] → Ω[S(Ln

1 [a, b])], заданное
равенством

Φco(x) = coΦ(x), (15)

непрерывно по Хаусдорфу. Поэтому множество Hco(x0, b) замкнуто в пространстве C̃n[a, b]
и является компактом, содержащимся в некотором выпуклом компакте пространства
C̃n[a, b], который отображение Φco : C̃n[a, b] → Ω[S(Ln

1 [a, b])], определенное равенством
(15), переводит этот выпуклый компакт в себя. Из этого свойства вытекает вложение

H(x0, b) ⊂ Hco(x0, b). (16)

Теперь докажем включение

Hco(x0, b) ⊂ H(x0, b). (17)

Пусть y ∈ Hco(x0, b). Это означает, что найдется такое q̃ ∈ coΦ(y), что функция y ∈
C̃n[a, b] представима в виде (9), в котором y(a) = x0. В силу теоремы 1 y ∈ H(x0). Поэтому
найдется такая последовательность xi ∈ C̃n[a, b], i = 1, 2, ..., что для каждой функции
xi ∈ C̃n[a, b], i = 1, 2, ..., найдется функция qi ∈ Φ(y), для которой при любом t ∈ [a, b]
имеет место равенство (9) и xi → y в пространстве C̃n[a, b] при i→∞.

Далее, из неравенства (6) для любого измеримого множества U ⊂ [a, b] и для любого
i = 1, 2, ... вытекает соотношение

ρLn
1 (U)[qi; Φ(xi)] ≤ hLn

1 (U)[Φ(y); Φ(xi)] ≤
∫
U

Γ(Z(xi − y))(s)ds.

Далее, для любого i = 1, 2, ... рассмотрим мажорантную задачу

ż = Γ(Z(xi − y)) + 1
i + Γ(z),

∆z(tk) = Ĩk(z(tk)), k = 1, 2, ...,m,
z(a) = 0,

(18)

где отображение Γ : C̃1
+[a, b] → L1

+[a, b] удовлетворяет оценке (8). Так как Γ(Z(xi−y)) → 0
при i → ∞, а предельная задача априорно ограничена, то при всех достаточно больших
i = 1, 2, ... задача (18) имеет верхнее решение. Не уменьшая общности будем считать, что
при всех i = 1, 2, ... задача (18) имеет верхнее решение. Обозначим это верхнее решение
ξi ∈ C̃n[a, b]. Тогда для каждого xi ∈ C̃n[a, b], i = 1, 2, ..., найдется такое решение zi ∈
C̃n[a, b] задачи (1)-(3), что при любом t ∈ [a, b] имеет место оценка

|zit− xi(t)| ≤ ξi(t). (19)

Поскольку Γ(Z(xi − y)) + 1
i → 0 при i → ∞, то ξi → 0 при i → ∞. Поэтому из оценки

(19) следует, что
lim
i→∞

‖zi − xi‖eCn[a,b]
= 0. (20)
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Из равенства (20) вытекает, что zi → y в пространстве C̃n[a, b] при i→∞. А это означает,
что y ∈ H(x0, b). Таким образом, включение (17) доказано. Из соотношений (16), (17)
вытекает равенство (14). Теорема доказана.

Таким образом, теорема 2 дает достаточные условия выполнения принципа плотности
(см. [1]) для задачи (1)-(3). Равенство (14) можно усилить следующим образом.

Пусть отображение F : [a, b] × C̃n[a, b] → comp[Rn] обладает следующим свойством:
при каждом фиксированном x ∈ C̃n[a, b] отображение F (·, x) измеримо и удовлетворяет
равенству

Φ(x) = {y ∈ Ln
1 [a, b] : y(t) ∈ F (t, x) при почти всех t ∈ [a, b]}.

Такое отображение существует (см. [4]). По аналогии с оператором Немыцкого, будем назы-
вать отображение F : [a, b] × C̃n[a, b] → comp[Rn] отображением, порождающим оператор
Φ : C̃n[a, b] → S(Ln

1 [a, b]). Далее, отображение Φext : C̃n[a, b] → S(Ln
1 [a, b]) определим

равенством

Φext(x) = {y ∈ Ln
1 [a, b] : y(t) ∈ ext(coF (t, x) при п.в. t ∈ [a, b]}. (21)

Отметим, что при каждом x ∈ C̃n[a, b] множество Φext(x), определенное равенством (21), —
минимальное по включению выпуклое по переключению, замкнутое в пространстве Ln

1 [a, b]
множество, содержащееся в множестве Φ(x) и удовлетворяющее условию

co(Φext(x)) = co(Φ(x)). (22)

Рассмотрим задачу

ẋ ∈ Φext(x), ∆(x(tk)) = Ik(x(tk)), k = 1, ...,m, x(a) = x0. (23)

Пусть Hext(x0, τ)− множество всех решений задачи (23) на отрезке [a, τ ] (τ ∈ (a, b]), а
Hext(x0)− множество всех квазирешений задачи (23).

Из равенства (22) и теоремы 1 вытекает
С л е д с т в и е 1. Справедливо следующее равенство

Hext(x0) = Hco(x0, b).
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4. The concept of quasi-solution to a functional-differential inclusion with impulses is represented. The
properties of such solutions are studied. There are also derived sufficient conditions for density principle
and bang-bang principle.
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